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Будем называть ф окусирую щ ую  систему однородной системой с осью  ф о ­
кусирования г, если действие магнитного или электростатического поля, 
обр азую щ его  систему, м ож ет  быть заменено действием  электрического  
поля бесконечного цилиндрического пучка положительных зарядов, р а с ­
пределенны х с определенной плотностью  около оси фокуслровяния. 
П лотность пучка рэкв (число зарядов в 1 с м )  является функцией всех  
координат, кроме г. Система будет  неоднородной, если пэкв является 
такж е ф ункцией и координаты г.
В однородной ф окусирую щ ей системе мож но мыслить равновесный  
электронный пучок, движ ущ ийся вдоль оси г, в котором для каж дого  
электрона силы отталкивания м е ж д у  электронами уравновешиваются ф о ­
кусирующ ими силами системы. Плотность такого пучка б у д е т  обозначаться  
ч ерез  $ра6. По определению  для однородной системы РэИв= р рав в любой  
точке системы.
Уравнения пучка электронов, движ ущ ихся в ф окусирую щ ей системе, 
для стационарного случая могут быть записаны в виде:
Том 87 И Н С Т И Т У Т А  и м е н и  С .  ГА. К И Р О В А 1957 г
Вывод уравнения плотности
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где I - напряженность собственного поля электронов и >
Ефок — напряженность ф окусирую щ его поля (эквивалентная напря­
женность, если фокусирую щ им полем является магнитное  
поле).
Вводя обозначение L - —( v ѵ), мож ем  получить выражение
(2)
чоторое, если воспользоваться предыдущими соотнош ениями, даст:
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В некоторых частных случаях последний член уравнения (3) можно  
определить. П олучаю щ ееся в таком случае уравнение
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и будем  называть уравнением плотности пучка электронов.
Определив функцию /(Z), из уравнения плотности находим p(Z). 
Знание p(Z) позволяет определить конфигурацию электронного пучка в 
пространстве. Н иж е будет  показано на элементарных примерах примене­
ние метода уравнения плотности пучка.
С лучай п р о д о л ь н о г о  в за и м о д е й с т в и я  эл е к т р о н о в  в пучке
Рассматриваем пучок электронов, дви ж ущ и хся  вдоль оси z . Считаем, 
что электроны взаимодействую т м еж д у  собой только в направлении дви ­
жения, т. е. сил, действую щ их в поперечном направлении, нет. Тогда  
исходные уравнения б у д у т  иметь вид:
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Отсюда получаем
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Функция /(Z) для данного случая равна нулю. В качестве примера на 
данный случай можно рассмотреть задачу о пучке электронов между  
двумя плоскими электродами бесконечной протяженности. Для этого  
елѵчая
Е чкл — const; о:н-в =  0; ■ =  — 4 жео .
дх
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Уравнение плотности будет  иметь вид: 
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Так как i ~ e p v  =  const, то при 7 = 0  плотность р должна равнятьсj  \
бесконечности и ѵ - -  0. Таким образом, G2 =  O. Из условия ( ^  ~
получим Ci =  0.
Окончательно
0
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Д а л ее  из условия постоянства плотности тока получаем
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С другой  стороны,





где сь —  потенциал на расстоянии I от катода. Исключая t  из выражений 
(11) и (12), находим известную  зависимость м еж ду  плотностью тока к 
потенциалом анода
і =  I /  . - Y +  . (16)
у m 9 ті2
Случай поперечного взаимодействия электронов в пучке
Рассмотрим пучок с цилиндрической симметрией и б у д ем  считать, что 
электроны взаимодействую т только в поперечном по отнош ению  к дв и ­
жению  пучка направлению, т. е. в направлении оси z  нет ускоряю щ их или 
торм озящ их сил.
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Если ввести обозначения г Vr =  X  и г Er = Y  и новую  независимую  
г2
переменную  х — — —  , то исходны е уравнения будут  иметь вид:
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Д иф ф ер ен цируя  первое уравнение и используя соотнош ение
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получим уравнение плотности для цилиндрического пучка:
d 2p 2 / dp  V2 , 4  ^c2 , 2 р дѴг
d t 2
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Так как последний член сод ер ж и т  величину ѵп  к отор ую  мож но знать  
зная у ж е  р (/), мы берем для первого приближения значение этого  члена 
для случая невзаимодействую щ их электронов. В этом случае он равен 
нулю. Найдя из получивш егося уравнения р(/)  и используя соотнош ение
Pf2 =  Por0*. I1 9 )
мы можем найти радиус пучка в любой момент времени и соответствующ ие
значения Vr и  г- . Подставляя в качестве последнего члена в уравне-
дг
ние (18) выражение, получаю щ ееся из первого приближения, мы можем  
решить уравнение (18) во втором приближении. Подобным ж е образом  
получается третье приближение и т. д.
В качестве примера рассмотрим р асхож ден и е  прямого свободного  
электронного пучка. Ограничимся пока первым приближением. Уравнение  
плотности сводится к уравнению
0 T 2 ! - W V  : . І Л £ І , ! =  0 . ,21)
d t 2 p  ^ d t m
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Постоянные C 1 и С,  определяются из начальных условий при / =  Ot 
KOWsH например,
( J r ) r 0 - т
В этом случае
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Зная ру м ож н о  найти траектории крайних электронов пучка. Если считать  
плотность  пучка в сечении постоянной, получаем для радиуса пучка в 
лю бом  сечении
P Г2 =  Po г0* ,
отсюда1
р  Q TCP7
=  1 P0**. (26)
P 0 т
При малых значениях члена по сравнению с единицей получим
V TCP7
 =  1  f r  р  у ,  (27)
Го TTt
Заменяя плотность пучка через плотность тока по ф ор м уле [>0 - -  — 0 -
C V n
и время через t  =  - Y — ( бѵдем иметь
ѵ°
- Y  — i  f r  2,41 . IO4 J f r -  , (28)
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где г выражено в см, I0— в — —  и V 0 - в вольтах. Такая ж е ф орм ула по-
C M 2
л у чаете я и обычным сп особом  при условии, что плотность пучка по с е ­
лению постоянна и скорость  в г  направлении не меняется [1, 3].
У чет о д н о в р е м е н н о г о  п р о д о л ь н о г о  и п о п е р е ч н о г о  
в за и м о д е й с т в и й  э л е к т р о н о в
Для учета продольного и поперечного взаимодействий электронов в 
лучке можно представить плотность пучка в виде среднего геометричес­
кого между плотностью с учетом только поперечного взаимодействия н 
плотностью с учетом только продольного взаимодействия, т. е.
р =  у г л у  ;  (29)
3 приближении, при котором „поперечная“ плотность удовлетворяет 
тому же уравнению, что и „продольная“, учет существования поперечного 
м продольного взаимодействий сводится только к оценке скорости частиц 
з  шшолвлении оси Y При учете только поперечного взаимодействия эта
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скорость постоянна и равна tVzo- — , При учете только продольного ззаш
t
модействия эта скорость находится из уравнения
(Pv* 4Z
dt2 т
(р рэкв ) Vz ,
к отор ое  реш ается разложением в ряд, если известна зависимость O f i в р е ­
мени (р — рже). Учитывать одноврем енное сущ ествование продольного и 
поперечного взаимодействий м ож но подсчетом расстояния, на котором  
плотность пучка имеет данное значение. При учете только попереч ного  
взаимодействия это  расстояние р а в н о е +  = v zo, t  При у ч ете  только п р о ­
дольного взаимодействия это расстояние равно v zdt. При учет
о
обоих взаимодействий мож но взять
Z =  V  z+ .Z-  • (31)
Для продольного * взаимодействия свободного  пучка электронов б е з  
внеш него поля из уравнения (30) получим в первом приближении
Vz =  V20  ^ 1 +  P0 Z2 j . (32)
Плотность для прямого пучка при уч ете  продольного взаимодействия  
б у д ет  выражаться преж ней  ф орм улой (20). Только время і через расстоя­
ние z  д о л ж н о  заменяться из формулы
, + + £ , % .  д а
\  3 m vZO )
Ясно, что при малых Q0 или t или при больш их скоростях Vzo не  
им еет  смысла учитывать продольное взаимодействие.
Электронный пучок в фокусирующем поле
В качестве примера возьмем электростатическую  линзу, описываемую  
потенциальной функцией вида [2]
*(z , r )=r .p(z* ----------------------------------------------------- (34)
Д ля начала пренебрегаем зависимостью ср от 2 , т. е. силами в нап­
равлении оси г. Эквивалентная плотность вычисляется из выражения
Решение уравнения плотности даег:
S f i - Vр « » Ь М і /  4 x e l J  t
¢37)
;ірй начальных условиях о (0) - -  р dj> \
т
0.
Если рассматривать только продольное взаимодействие, получим:
дгф
dz2
=  — Аке pL (38)
rJже і
Реш ение уравнения плотности б у д ет  иметь вид:
2 j рже, I
У tj. t -J- ъ, ~У bx.t 
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ч и е . т. е . р (0) =  р0 и
d t г
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„Полная“ плотность б у д ет  выражаться довольно сложно
_________________________ V  2 I Pa/ I____________________
Ѵ ьЛ і + ь,'
- 2 1 —  1 P ЭКв 
Po
Al
c o s j /  b, . t
/*, (41)
Для получается уравнение
_  J o :_____
2|p ,t-J2
V S w  + - Ѵ > > :  i
е  J - е - 2
X ft. V.
(42)
Здесь положено t —
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П р о х о ж д е н и е  э л е к т р о н н о г о  п у ч к а  ч е р е з  р а с с е и в а ю щ у ю  
э л е к т р о н н у ю  л и н з у
Ііредставим с е б е  электронную линзу, образованную  облаком эл ек ­
тронов с плотностью вдоль оси Zi выражаемой формулой
V--Z1V'
-і -
рлинза —  M  • P0 &  f (4 3 )
где — начальная плотность пучка, п — число, показывающее во сколько  
раз наибольшая плотность электронного облака, образую щ его  линзу, 
больш е начальной плотности электронного пучка. Уравнение плотности  
для этого  случая сведется  к
d lu 4 ire - 4 ие" ....(44)
dt - m m
где p =  —- — .У р а в н ен и е  решается методом последовательны х при- 
и
ближений. Во втором приближении получаем для и (при условии, что  
=  0) выражение
0 /
at2и ~  U0 -т   Ar  au
2
Для самой плотности будем иметь
О j  ® d t  (4о)
C 9 dt  Д О
2 J  '
Здесь
4 TCtf2 г  ,-г (/ ~к)і dt.а т =  , ? rz: пр0 I е
т ч
Д ал ее  обычным путем находим выражение для радиусов  пучка. 
Описанный м етод м ож ет оказаться полезным при расчете электронных  
пушек на больш ие токи.
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